Capitolo 5

Calcolo del campo elettromagnetico
Ottica geomeftrica

Impatto ambientale dei campi elettromagnetici




OG: derivazione rigorosa

L'ottica geometrica si puo introdurre in modo rigoroso a partire dalle
equazioni di Maxwell.

alla base c'e la teoria dei metodi asintotici, in cui la soluzione risulta
valida quando un dato parametro tende ad un suo valore limite (qui
alta frequenza....)

i metodi asintotici possono essere

il metodo viene applicato si formula una soluzione
direttamente alle equazioni esatta delle equazioni di
di Maxwell che Maxwell a cui si applica il
successivamente vengono metodo asintotico
risolte
e.g. formule per la

metodo numerico finale




O6G: tecnica in alta frequenza

Il concetto di alta frequenza su cui si basa l'ottica geometrica e un
concetto relativo.

Il limite, infatti, e in relazione alla dimensione degli oggetti
coinvolti nella propagazione del campo elettromagnetico;

in sostanza, la condizione di base che deve essere soddisfatta per
poter applicare l'ottica geometrica ¢ del tipo:

dimensione oggetto > lunghezza d'onda campo

questa condizione sara in generale soddisfatta a microonde (~ GHz
= 10° Hz —» A ~10 cm);

ma potra anche essere soddisfatta nello studio della propagazione
di un campo a qualche MHz (10 Hz — A ~100 m) nella ionosfera
(dimensioni dell'ordine dei 100 km...)



OG: derivazione rigorosa

Luneberg e Kline (ca 1960) espressero il campo eletromagnetico in

alta frequenza come:

Luneberg-Kline high

00 frequency expansion
E(K,a)) = e_jk 7 (r) Y Ly, (K) ~
m=0 ( J a))m

E, e ¥non dipendono da @

E(K,w)=E0(K)€_jkT(r) N E](K)e—jkT(K) L

(joo)

La serie deriva sostanzialmente da osservazioni fisiche, poi e stata
supportata dall'esperienza




Sviluppo di Luneberg e Kline

Ele0)= Egle) ) LT
Jjo

Nello sviluppo di Luneberg - Kline, il primo termine dipende
dalla frequenza solo nella fase (k), mentre i successivi hanno
una dipendenza dalla frequenza del tipo:

(joo)™
pertanto, in alta frequenza, il termine pit significativo ¢ il
primo:

E(r,0)~ Eg(r)e /" 7 (r)

| Termine dell'ottica geometrica |




campo magnetico

Analogamente, il campo magnetico viene espresso come:
00

H(L a)) = e_jk 7 (r) Y m (K)
m=0 (jo)

s

3

Nelle espressionidi Eed H, E,, H,, e ¥ nhon dipendono da




Derivazione dellequazione iconale

sostituendo lo sviluppo di Luneberg - Kline nelle equazioni di Maxwell....

VxE(r,w)=—jouH(r,o)
VxH(r,w)= josE(r,o)

E(r0)= e~ k¥ () % Ep(r) @ f scalare (I'esponenziale),
m=0(jo )™ A vettore (la sommatoria)

VxfA=fVxA+VfxA

| £

n(r)

— k¥ (r) — E (K)

+ Ve

— S e‘jk&”({) VXEW!(K) - VSU(K)XEm(K)j
mz=:0 [ (jo)" ' ()"




Derivazione dell equazione iconale (2)

tenendo conto che:

. 2r 2 N0,
A V V

con v velocita dell'onda nel mezzo, si puo scrivere:

e S| k() YXE(r) 1 W(r)xEm(r)J
VxE= ) [ (]a))m v (ja))m_]

uguagliando al secondo membro della prima equazione di
Maxwell, si ottiene:

m=0

3 [e—fksr«r)vxzsm(r)_fW(r)xEm@)J__. 2 [ 1) H0)

(o)y" v (joy"!

@ m=0
; (e—fmr)vXEm(r)_zwof)xEm(r)J__ : (QW@ H o0
0 :

Z (]a))m v (ja))m—]

m=




Derivazione dell equazione iconale (3)

scrivendo in modo esplicito i primi termini dello sviluppo in
serie, si ha:

ejkY/(r){l VP()xEg(r) VxEplr)-(1/vV )< E () VxE)(r)
v (o) (o) (jo)'
(VxEm(V)_JW’(V)XEm(r)J]{_ﬂ Holr)  H,(r)

o)y v (o)

Poiché E,, H,,, e ¥ non dipendono da w, si possono uguagliare i
termini in uguale potenza di . Dal termine o (jo)?! si ha:

V() Eglr)=pHo(r)




Derivazione dell equazione iconale (4)

per dualita, partendo dalla seconda equazione di Maxwell e
dallo sviluppo di Luneberg - Kline per H si trova,

lV Y(r)xHo(r)=-cEy(r)

Eq,Hg, VY formano una terna ortogonale destra;




Derivazione dell equazione iconale (5)

Inoltre, sostituendo lo sviluppo di L.K. nella condizione sulla
divergenza (condizione nec. accanto all'equazione delle onde perché il

campo trovato sia effettivamente un campo elettromagnetico...) e
svolgendo il solito procedimento, si tfrova:

V-E=0 E(r,a))ze_jkyj(r) %O: Em(z)ZfA
m=0(j®)

NV A= V- A+ AV

m

(jeo)™ (jeo )™

m=0

o DT {v-m) <1/v>vsv-Em(r>}

YV Eg(r)-U/ vV E(r) V-Ez(r)} )
(joo) (joo)
Ep(r) ({/vV¥ -Ep(r)

a7 AV Eo(r)=0]

Condizione sulla divergenza




Derivazione dell equazione iconale (6)

- Infine, dalle
Ji

* p0Sso scrivere:

1% 77

VPN =uolr) VP Ho() = (r)

v

o

iVT(ﬁ){iVT(K)XEO(Z)}=—5E0(K) Ax(BxC)=B(4-C)-C(4-B)

~

LV )P0 Eg0))- Eg(eXT #)-5 #(0))] = o, ()

viu

. mafoélVW :>

VS”KZZ,UEV2:]
v #(r)

/

equazione iconale !l

E) 7 impedenza
—— = |—=={|“ caratteristica
H 0 &

mezzo




Da notare che.....

Lo sviluppo di Luneberg - Kline puo essere scritto in forme diverse; in
particolare,

si puo scrivere in potenze del numero d'onda invece che della
pulsazione, i.e.,

E(La)):e—jkﬁ’/(r) %O: Epm(r)
m=0 (jk)"
si puo mettere in evidenza nella fase il numero d'onda nel vuoto, i.e.

E(r,o)= e_jkOT(’”) %o: Em_(’_”)
m=0 (]a))m

In quest'ultimo caso, le proprieta elettriche del mezzo in cui avviene la
propagazione rimangono hella funzione ¥(r). Pertanto, I'equazione

iconale diviene:
HV\P,,Z (S)‘ = n(s)‘

Questa forma é conveniente quando si studia la propagazione in
mezzi con ¢ variabile da punto a punto.




Equazione del trasporto

Sostituendo lo sviluppo di Luneberg- Kline nell'equazione di
Helmholtz per il campo elettrico si trova,

=0

i ; (1—\V5”(£)(2)Em o1 [E V2 (r )+2(VSU-V)Em(z)]+V E,(r )} ke (r)

meo| V. ()" v (o)™ (o)™

Uguagliano a O il coefficiente della potenza di o (per m=0), si ha:

Eg(r)V"#(r)+ 2(V ¥ -V)Ey(r) = 0

equazione del trasporto di ordine O

mentre dagli altri si ottiene:
equazioni del trasporto di ordine superiore

Ep(r)V2 (1) + 2(V ¥ -V)E py (r) = -V E (1)




I/ termine di ottica geometrica

Come gia notato, al limite per ®—x, il primo termine dello
sviluppo di Luneberg - Kline & l'unico che rimane.

Esso e definito il campo di ottica geometrica:

E(r.o)~ Ey (K)e_jk ¥ (r)

H(r,w)~Hg(r)e™’ k¥ (r)

Le relazioni che tale termine deve soddisfare sono:

Onda localmente TEM

Equazione iconale

Equazione del trasporto

|Eo(r)=C Holr)xV¥(r)
v (r)’ =1

Eg(r)V° 5”( )+ 2(V¥-V)Eg(r)=0

Condizione sulla divergenza

V¥ - Eq(r)=0]

H, deve soddisfare a delle condizioni duali.....



Flusso di potenza

» Dalle relazioni sopra segue, per il vettore di Poynting S:

[Eo(r)=¢ Hor)x V()]

Eq(r)x H o (r)=¢[Ho(r)x V¥ (r)]x H  (r)

Ax(BxC)=B(4-C)-C(4-B)

Eo(e)x 1 (1) = o o) 11 <r>)—H”;<

s Ey (K)X H*o (K) =¢ [V SU(K)(EO (K) ‘ H*o (K))] Nullo dalla condizione sulla

divergenza (si ottiene da

quella per il campo elettrico
per dualita...)
Il vettore di Poynting € diretto come Vy=5

(n.b. dall'eq. iconale, S & un versore...)




Potenza

Riassumendo,
Poynting e diretto come il gradiente di y;
poiché Vy=3 é perpendicolare alle superfici in cui y &
costante (superfici equifase), i raggi sono ortogonali a tali
superfici;
E.H sono ortogonali a Vy, quindi non ci sono componenti di
campo lungo la direzione di propagazione, quindi onda TEM;

il flusso di potenza avviene lungo un tubo di raggi, e non c'e
flusso di potenza in direzione trasversa ad esso;




Traiettorie dei raggi

Finora risulta:
S = direzione del raggio;
r vettore posizione nello spazio.

Introduciamo la coordinata s lungo il raggio. Risulta:

VW =5| poiché §:@ g:bﬁ.v

e seque
oS J
N _s. vV(V¥)
Os




Traiettorie dei raggi (2)

|r(s) = 4s + B|

integrando.. \

A e B sono due vettori costanti;

n.b. = stiamo supponendo mezzi omogenei (¢. = costante). Altrimenti, la
traiettoria e 'dettata’ dalle variazioni nello spazio della costante
dielettrica relativa (come, ad es. nella ionosfera..). In questo caso
infatti I'equazione iconale equaglia le variazioni di v con quelle di ¢,
e il Vy non é piu uguale ad un versore costante, ma e uguale ad un
vettore variabile nello spazio....



Polarizzazione del campo

La polarizzazione ¢ data dalla direzione del vettore del campo
elettrico; definendo un versore di polarizzazione & come:

dalla condizione sulla divergenza, seque:
V¥ -Eo(r)=0 ——> |[5.-e=0]

dal legame con H:

Eo(r)=CHo(r)xV¥(r) = [¢=hx3]

Le variazioni della polarizzazione lungo la traiettoria sono date dalla
derivata di € rispetto ad s:

La polarizzazione non
Os cambia in regioni
T omogenee




Cambiamenti di fase lungo la traiettoria

Sempre in mezzi isotropi ed omogenei, si e visto che:

| raggi sono rette;

i raggi sono ortogonali ai fronti d'onda (superfici equifase).
Lungo la traiettoria si ha:

AV =|V\P|ds = ds|

Integrando tra un punto di riferimento (s=s,=0) ed un generico

punto s W(s)—P(sp)=s—5g

W(s)—w(0)=s

Quindi, la fase del campo varia come:

‘ oIk (s) _ —jk¥(0) - jks‘




Ampiezza del campo lungo la traiettoria

+ L'informazione sulle variazioni dell'ampiezza del campo al
propagarsi dello stesso lungo una traiettoria si ottengono
risolvendo l'equazione del trasporto

Eo(e I 2#(0)+ {7 ¥ V)Eo(r) =0

V¥ .V=5.V :88
S
Eo(s)V2W(s)+2 a%z(s) =0
OEo(s) = —EVZKP(S)@S 18
Eq(s) 2 - j V2 (s)os
Eo(s)=Eq(0)e °




Ampiezza del campo lungo la traiettoria (2)

| Bisogna trovare un'espressione esplicita per |'esponente..... |

¥=ep,

jy '['U:I'=Cun:t§ Axlal roy

3

jU (2)=Conati

| Tubo di raggi astigmatico (a- negativo; stigma. un punto) |

y(0)= superficie equifase di riferimento; ha p, e p, come raggi
principali di curvatura;

v(s)= superficie equifase con (p;+s) e (p,+s) come raggi principali di
curvatura;



Ampiezza del campo lungo la traiettoria (3)

- dS, e dS superfici elementari sul tubo di raggi a w(0) e y(s),
rispettivamente. ==p,

- Si trova (geometria..), |

Axial roy

{1 (0)=Const}

f¥(s)=Conet]

dd ¢y
G(0)

dSg = p1P2dhd e, =

ds =(pL+s)po +5)dhd s, = dgé ?2




Ampiezza del campo lungo la traiettoria (4)

dove G(0) e G(s) sono le curvature gaussiane:

G0)= s G)= (osiimrs)

Introducendo il vettore F funzione delle coordinate: F(s) = 6(s)s , e
considerando l'integrale di F sulla superficie chiusa costituita dalle
due superfici dS, e dS sul tubo di raggi e dai lati del tubo tra esse,
considerando che F & parallelo ai raggi del tubo di flusso si trova:

|| F-fdS =F(s)-3dS + F(0)- (= §)dSo = G(s)dS — G(0)dSy = 0
/

Teorema della divergenza

§> |[[V-Fav=0 ) V.

s
]
o




Ampiezza del campo lungo la traiettoria (5)

V-|G(s)s]=0
V-F=0 [ > Il
&
0G(s) Iy .y - vy
oS
0G(s) _ ~G(s)\V2¥
s @ - j V2 (s)os
I |6l _ s
G)__goga, GO)
G(S) E' I'esponenziale che si cercava..




Ampiezza del campo lungo la traiettoria (6)

_* j V2 (s) j’ v2y(s)

i)

E<s>=Eo<o>J et

pr+5)pz+5)

Mettendo tutto insieme.....

S




Propagazione del campo

E(s) = En(0)e k() \/ PO ks
L) /O( ke (py+5)py+s)
/

sara in genere complesso... E, (O) = Eqy, (O)e_jCDEo

£ :%M (O)e_i()( O)\/(pl +I§1)I(O;2 + ks~)C\JE\I>

/ N ___~
di riferimento” Attenuazione spaziale di fase
‘ Eous (O)e_ j®o(0) _ E(O)\ per fattore divergenza




Propagazione

Rispetto alla "formulazione di base”, quella rigorosa mantiene le
informazioni sulla fase e sulla polarizzazione dell'onda

Da notare che:

» quando s=-p, ,,, I'equazione del trasporto ha una singolarita (¢ la
convergenza dei raggi helle caustiche...), e perde di validita (anche
nell'intorno dei punti in esame);

» quando -p, < s < -p;, 0 in situazioni analoghe, c'é un cambiamento di
segno nel denominatore: I'equazione cioe prevede (correttamente)
un salto di fase di +90° ogniqualvolta si passa attraverso una
caustica nella direzione di propagazione



Passaggio attraverso una caustica

Per prendere in conto il passaggio attraverso una caustica, si
deve sommare correttamente +90° a seconda del verso di
propagazione del campo. In particolare,

Se ci si muove lungo un raggio, attraverso una caustica,
* nella direzione di propagazione, si deve moltiplicare il campo per 6]7[/2
- nella direzione di opposta a quella di propagazione, si deve
T : — 7
moltiplicare il campo per €

In generale, allora, sara

_ P1P?2 —jks j(n—m)m 2
E0)=EO)

numero caustiche
attraversate nella direzione
di propagazione




Riassumendo

- L'espressione che descrive la propagazione del campo
secondo l'ottica geometrica e del tipo:

_ P1P?2 —jks _j(n—m)x /2
E)=EO o o r9) ¢

dove:

- E(O) rappresenta il campo (ampiezza, polarizzazione e fase) nel punto di
riferimento (s, = 0);

» s e la distanza lungo il raggio dal punto di riferimento, pertanto

- exp(-jks) esprime lo sfasamento lungo la traiettoria;

- il fermine sotto radice rappresenta il fattore di divergenza del fascio, ovvero le
variazioni di ampiezza del campo lungo la traiettoria;

* p; e p, rappresentano i raggi di curvatura principali del fascio nel punto di
riferimento. La convenzione che si adotta € tale che un raggio di curvatura
positivo (negativo) implica un fascio divergente (convergente) nel corrispondente
piano principale

* n(m) ¢ il numero di caustiche attraversate dall'osservatore che si muove lungo la
traiettoria nella direzione di (opposta a quella di ) propagazione del campo



Riassumendo

Analoga espressione e valida per il campo magnetico:

_ P1P?2 —jks _j(n—m)x 12
)= 10) A

Inoltre, campo elettrico e campo magnhetico sono localmente legati
dalle relazioni tipiche di un'onda piana:

Eo(r)=¢Ho(r)xV¥(r)

Eq,Ho, VY formano una terna ortogonale destra

f_ [
HO E



Situazioni speciali

L'espressione che descrive la propagazione del campo
secondo l'ottica geometrica e del tipo:

_ P1P?2 —jks _j(n—m)x /2
E0)=EO) [ A

Se si ¢ interessati al caso in cui I'onda abbia le superfici a
fase costante corrispondenti a dei piani (onda piana...), allora
per i raggi di curvatura si ha:

Pr—® Pr—=>%
e quindi P1P2 ]
\/(PJ +5)ps +)

<

E(s)=E(0) g /S
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